
Statistical Computing
Chap. 4: Markov Chain Monte Carlo

LIU, Ran

Department of Statistics,
Beijing Normal University

April 15, 2024



Summary

Introduction

Full Conditional Distribution

Metropolis Hastings

Gibbs

Implementation



Introduction Full Conditional Distribution Metropolis Hastings Gibbs Implementation

介绍

MCMC 方法的抽样策略就是要构造一个非周期不可约的马氏链使得其
平稳分布等于我们的目标分布 f . 对于足够大的 t, 由这样的马氏链得到
的 X(t) 具有近似 f 的边际分布. MCMC 方法的一个非常流行的应用是
帮助简便 Bayes 推断，这时 f 就是参数 X 的 Bayes 后验分布.

MCMC 方法的精髓在于构造一适当的链 (转移矩阵).
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历史

Metropolis and Ulam (1949), Metropolis et al. (1953), Hastings (1970);
Geman and Geman (1984), Gelfand et al (1990) 提出，发展，壮大了 MC
方法，MH 算法，Gibbs 采样。
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马尔科夫链

考虑在每个时间段有一个值的随机过程. 令 Xn 表示它在时间段 n 的值，
如果

P{Xn+1 = j|Xn = i, Xn−1 = in−1, · · · , X1 = i1}
= P{Xn+1 = j|Xn = i}
= Pij

这样的随机过程称为马尔科夫链. P 为一步转移概率 Pij 的矩阵. n 次
转移后的矩阵为 P n.
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Markov 链
对随机变量序列 {X0, X1, X2, · · · }，在任一时刻 n ≥ 0, 序列中下一时刻
n + 1 的 Xn+1 由条件分布 P (x|Xn) 产生，它只依赖于时刻 n 的当前状
态，而与时刻 n 以前的历史状态 {X0, · · · , Xn−1} 无关。满足这样条件
的随机变量序列称为 Markov 链。

若转移概率不随 n 改变，则称此链为时间齐性的，否则为时间非齐性。
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一些性质

如果从任一状态 i 经有限步后都可到达任一状态 j. 也就是说，对于任
两个状态 i, j, 都存在 m > 0 使得 p(X(m+n) = j|X(n) = i) > 0（联通
的），则称这一条马氏链是不可约的（irreducible）.

我们称能以概率 1 回来的状态为常返的 (recurrent state),

fii =
∞∑

i=1
f

(n)
ii = 1

其中
f

(n)
ij = p(X(n) = j, Xk ̸= j, k = 1, 2, ..., n − 1|X0 = i)

为马氏链在 0 时从状态 i 出发, 经 n 步转移后, 首次到达状态 j 的概率
(首达概率). 若返回概率小于 1, 即 fii < 1，则为非常返态。
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常返态又可以分为正常返和零常返。一个状态的平均返回时间 µi 为

µi =
∞∑

n=1
nf

(n)
ii

若 µi < ∞，则为正常返；反之 µi = ∞ 为零常返。如果状态空间有限的
话, 其常返状态都是非零常返的 (正常返状态 positive recurrent state).
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如果马尔可夫链只能以一定的规则间隔访问状态空间的某些部分，则它
是周期性的. 称状态 j 具有周期 d, 如果由状态 j 经非 d 整数倍步到达
j 的概率为 0. 周期可定义为集合 {n : n ≥ 0, p

(n)
ii > 0} 的最大公约数，

即所有返回可能的次数的最大公约数。

如果一条马氏链的每一个状态的周期都为 1, 则称此链为非周期的. 如果
一条马氏链是不可约、非周期，且其所有状态都是非零常返的，则称之
为遍历的 (ergodic).
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常返

设 i 是常返态，则

1 i 是零常返态的充要条件是 limn→∞ p
(n)
ii = 0,

2 i 是正常返态的充要条件是 limn→∞ p
(n)
ii > 0.
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平稳分布

平稳分布定义：若一离散分布 π 满足 πT P = πT，则称之为转移概率矩
阵为 P 的马氏链的平稳分布.

(充分条件) 如果一条时间齐性的马氏链满足

πipij = πjpji, ∀i, j ∈ S,

则 π 是此链的平稳分布，且称此链为可逆的. 上述方程也称为细致平衡
(detailed balance).
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如果一个转移概率阵为 P , 平稳分布为 π 的马氏链是不可约的，正常返
的，且非周期的 (遍历), 则 π 唯一，且满足

lim
n→∞

P [Xn = j] = πj ,

也就是极限分布即为平稳分布。其中 πj 是 π 的第 j 个元素，且满足如
下方程组:

πj ⩾ 0,
∑
i∈S

πi = 1,且πj =
∑
i∈S

πipij , ∀j ∈ S.

推论：如果 X1, X2, ... 是一不可约，正常返的，非周期的平稳分布为 π
的马氏链值，则 X(n) 依分布收敛到分布为 π 的随机变量.
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MCMC 原理

MCMC 的核心是构建转移矩阵，使得我们的目标分布 (π) 满足细致平
衡，也即目标分布是构建出的马尔科夫链的平稳分布。又因为遍历性，
这条链的极限分布就是唯一的平稳分布。所以我们只要迭代次数足够大，
就能假设达到了平稳分布，Xn 即为目标分布的样本.
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连续状态

若状态是连续的，我们有相似的定义：

Markov 链转移核
在连续分布情况下，对任一可测集 B，一步转移概率定义为

P (x → B) =
∫

B
p

(
x, x′) dx′.

转移概率 p(·, ·) 称为 Markov 链转移核。通常假定 p(·, ·) 与 t 无关，即
基于该转移核的 Markov 链是时间齐次的。
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例

根据转移核 P
(
X(t+1) | X(t)

)
∼ N(0.5X(t), 1), 产生平稳分布是

N(0, 4/3) 的 Markov 链。

只要验证细致平稳条件即可。注意到此时平稳分布为

π(x) = 1√
4/3

√
2π

exp(−3x2/8),

转移核为

p(x, x′) = 1√
2π

exp{−(x′ − x/2)2/2}.
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从而，

π(x)p(x, x′) = 1√
4/3 · 2π

exp(−3x2/8) exp{−(x′ − x/2)2/2}

= 1√
4/3 · 2π

exp{−x2/2 − (x′)2/2 + xx′/2}

= π(x′)p(x′, x),

其中最后一步注意到 x 和 x′ 在式子中的对称性就可以得到。
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MCMC 方法估计 Eπf(X) =
∫

f(x)π(x)dx 步骤概括如下:

基本流程
1 选择转移核 p(·, ·)（参数更新公式），使得其平稳分布是 π(x);
2 从某一点 X(0) 出发，用上述转移核 p(·, ·) 产生 Markov 链序列

X(0), X(1), · · · , X(n)。
3 对较大的 n，选择合适的 m，Eπf(X) =

∫
f(x)π(x)dx 的估计为

Êπf = 1
n − m

n∑
t=m+1

f(X(t)).
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根据上述步骤，构造的转移核 p(·, ·) 使得概率分布 π(x) 为其平稳分布
最为重要。如何构造合适的转移核是 MCMC 方法主要研究的问题，不
同的 MCMC 方法主要区别就是转移核的构造方法不同。
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满条件分布

MCMC 方法中转移核 p(x, x′) 的构造大多建立在形如 π(xT | x−T ) 的条
件分布上，其中 xT = {xi, i ∈ T}, x−T = {xi, i /∈ T}. 对于集合 T，我
们有 T ⊂ I = {1, · · · , p}，p 是变量 x 的维度。

在条件分布 π(xT | x−T ) 中，p 个所有的变量或者出现在条件中，或者
出现在变元中，这种条件分布称为满条件分布。
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对任意 T ⊂ I，记 x = (xT , x−T ) ∈ X. 满条件分布 π(xT | x−T ) 具有如
下性质

π (xT | x−T ) = π(x)∫
π(x)dxT

∝ π(x).

根据上式，对任意 x, x′ ∈ X 且 x−T = x′
−T , 则

π
(
x′

T | x′
−T

)
π (xT | x−T )

= π (x′)
π(x)

.
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一般情况下 y = (x, z, θ)，这里 x 表示观测数据，z 表示缺失参数，θ 表
示参数. 令 p(x, z|θ) 表示完全数据的密度函数，π(θ) 表示 θ 的先验分
布，注意到 f(y) = p(x, z|θ)π(θ), 则 y 的满条件分布如下

f(zi|z−i, x, θ) ∝ p(x, z|θ)
π(θi|θ−i, x, z) ∝ f(y) ∝ p(x, z|θ)π(θi|θ−i)

f(xi|x−i, z, θ) ∝ p(x, z|θ),

其中 θ−i = {θj : j ̸= i}, z−i = {zj : j ̸= i}, x−i = {xj : j ̸= i}.
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例
设 x = (x1, x2) 的密度函数为

π (x1, x2) ∝ exp{−1
2

(x1 − 1)2 (x2 − 1)2},

则满条件分布为

π (x1 | x2) ∝ π (x1, x2)

∝ exp{−1
2

(x1 − 1)2 (x2 − 1)2} = N(1, (x2 − 1)−2),

以及
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π (x2 | x1) ∝ π (x1, x2)

∝ exp{−1
2

(x2 − 1)2 (x1 − 1)2} = N(1, (x1 − 1)−2).
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伽马分布

伽马分布 X ∼ Γ(α, λ) 的密度函数为

f(x) = x(α−1)λαe(−λx)

Γ(α)
, x > 0

其中 Gamma 函数之特征为：
Γ(α) = (α − 1)! if α is Z+

Γ(α) = (α − 1)Γ(α − 1) if α is R+

Γ
(

1
2

)
=

√
π

指数分布为 α = 1 的伽玛分布。
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例子
设 y1, · · · , yn 独立同分布，来自正态分布 N(µ, τ−1). 参数 µ, τ−1 的先
验分布分别为正态分布 µ ∼ N(0, 1), 伽马分布 τ ∼ Γ(2, 1), 且 µ 与 τ 独
立. 计算满条件分布.

记 y = (y1, · · · , yn), 则 (y, µ, τ) 的联合密度函数为

p(y, µ, τ) = (2π)− n+1
2 τ

n
2 +1 exp{−τ

2

n∑
i=1

(yi − µ)2 − µ2

2
− τ}.

参数的后验分布为

π(µ, τ | y) = p(y, µ, τ)∫
p(y, µ, τ)dµdτ

∝ p(y, µ, τ).
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满条件分布 π(µ | τ, y), π(τ | µ, y) 分布为

π(µ | τ, y) ∝ exp{−τ

2

n∑
i=1

(yi − µ)2 − µ2

2
}

∝ exp{−τ

2
nµ2 − µ2

2
+ τµ

n∑
i=1

yi}

∝ exp{−1
2

(1 + nτ)(µ − τ
∑n

i=1 yi

1 + nτ
)2},

由上可得 π(µ | τ, y) 的分布为

N(τ
∑

yi/(1 + nτ), (1 + nτ)−1)
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π(τ | µ, y) ∝ τ
n
2 +1 exp{−τ

2

n∑
i=1

(yi − µ)2 − τ}

= τ
n
2 +1 exp{−τ(1 + 1

2

n∑
i=1

(yi − µ)2)}.

π(τ | µ, y) 服从伽马分布

Γ(2 + n/2, 1 + 1/2
n∑

i=1
(yi − µ)2)
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下例中满条件分布并不都能表示为显示形式。

例子
样本 yi, i = 1, · · · , n 独立且 yi ∼ B (1, pi) (伯努利分布)，其中 pi = (1+
exp(− (α + βxi)))−1. xi 假设是固定的，已知的。参数 α, β 的先验分布
分别为 α ∼ N(0, 1)，β ∼ N(0, 1)，且 α, β 独立。

记 y = {y1, y2, · · · , yn}, 则 (y, α, β) 的联合分布为

π(y, α, β) ∝ exp(−1
2

β2 − 1
2

α2)

×
n∏

i=1
{(1 + exp{α + βxi})yi−1(1 + exp{−(α + βxi)})−yi}.
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则满条件分布 π(β | α, y) 和 π(α | β, y) 分别为:

π(β | α, Y )

∝ exp{−1
2

β2}
n∏

i=1
{(1 + exp{α + βxi})yi−1(1 + exp{−(α + βxi)})−yi},

π(α | β, y)

∝ exp{−1
2

α2}
n∏

i=1
{(1 + exp{α + βxi})yi−1(1 + exp{−(α + βxi)})−yi}.
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Metropolis–Hastings 算法

Metropolis-Hastings 算法是马尔可夫链蒙特卡洛 (MCMC) 方法的一种,
用于从难直接抽样的概率分布中获取一系列随机样本。它通过构建一个
Markov 链来实现, 使其平衡分布等于所需分布。

Metropolis-Hastings 方法转移核的构造如下

p
(
x, x′) = q

(
x′ | x

)
α

(
x, x′) , (1)

潜在的转移核 q(x′ | x) 作为 x′ 的函数是一个概率密度或概率分布，被
称为提案分布。提案分布可以取各种形式，常把它取为易于产生随机数
的分布。
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Metropolis-Hastings 方法

Metropolis-Hastings 方法的具体实施方法为, 如果链在时刻 t 处于状态
x，即 Xt = x. 首先由 q(· | x) 产生一个潜在的转移 x → x′, 然后根据概
率 α (x, x′) 决定是否转移。

也就是说，在潜在转移点 x′ 找到后，以概率 α (x, x′) 接受 x′ 作为链在
下一时刻 t + 1 的状态值，而以概率 1 − α (x, x′) 拒绝转移到 x′，从而
链在下一时刻 t + 1 仍处于状态 x。

其中 α (x, x′) 称为接受概率，满足 0 < α (x, x′) ≤ 1。

实际计算中，产生区间 [0, 1] 上均匀分布的随机数 u, 令

Xt+1 =
{

x′ u ≤ α (x, x′)
x u > α (x, x′)
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算法

假设 π(x) 为目标概率分布。MH 算法的过程为：
1 初始化: 选定初始状态 x0, 令 t = 0；
2 迭代过程:

1 生成：从某一容易抽样的分布 q(x′|xt) 中随机生成候选状态 x′;

2 计算：计算是否采纳候选状态的概率
α(xt, x′) = min

(
1, π(x′)

π(xt)
q(xt|x′)
q(x′|xt)

)
3 接受或拒绝

1 从 [0,1] 的均匀分布中生成随机数 u;

2 如 u ≤ α(xt, x′)，则接受该状态，并令 xt+1 = x′;

3 如 u > α(xt, x′)，则拒绝该状态，并令 xt+1 = xt （复制原状态）;

4 增量：令 t = t + 1.
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推导

MH 算法的推导开始于细致平衡，我们想在满足细致平衡的条件下构造
转移概率：

p(x′ | x)π(x) = p(x | x′)π(x′),

这里的 π(x) 是我们想要采样的目标分布。MH 算法是将这个转移概率
分成了两个子步骤；提案和接受拒绝. 提案分布 q(x′|x) 是在给定 x 后
提出 x′ 的条件概率，而接受分布 α(x, x′) 是要不要接受新提出的这一
状态 x′. 转移概率被拆分成如下形式:

p(x′|x) = q(x′|x)α(x, x′),
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我们再来看看，MH 的算法构造的转移概率满不满足细致平衡：

π(x)q(x′ | x)α(x, x′) = min
(
π(x)q(x′|x), π(x′)q(x|x′)

)
同样的我们有

π(x′)q(x | x′)α(x′, x) = min
(
π(x′)q(x|x′), π(x)q(x′|x)

)
.

代入细致平衡的公式，即证:

p(x′ | x)π(x) = p(x | x′)π(x′).
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Metropolis 选择

提案分布 q(x, x′) 可以取各种形式，接下来介绍几种常用的建议分布。

Metropolis 建议 q(x, x′) 为对称分布，即

q(x, x′) = q(x′, x), ∀x, x′

此时，α(x, x′) 简化为

α
(
x, x′) = min{1,

π (x′) q (x′, x)
π(x)q (x, x′)

} = min{1,
π (x′)
π(x)

}.

常用的对称分布包括形式为 q(x, x′) = f(|x − x′|) 的分布，此分布称为
随机移动 Metropolis 算法，具体例子为 q (x, x′) ∝
exp{− (x′ − x)2 /2}. 给定 x, q(x, x′) 为常数方差的正态分布也是对称分
布。
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例
生成一个 Markov 链，使得其平稳分布为柯西分布，

f(x) = 1
π

1
1 + x2 .

选定的建议分布为 q(x, x′) 是 N(x, b2)，其中 b 为任意常数，如
0.1, 1, 10. 此时

α
(
x, x′) = min{1,

π (x′)
π(x)

} = min{1,
1 + x2

1 + (x′)2 }
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独立抽样

如果 q (x, x′) 与当前状态 x 无关，即 q (x, x′) = q (x′)，则由此建议分布
导出的 Metropolis-Hastings 算法称为独立抽样。此处，α (x, x′) 为

α
(
x, x′) = min{1,

π(x′)/q(x′)
π(x)/q(x)

}.

如果 q(x) 接近 π(x)，基于独立抽样获取的 Markov 链的收敛效果更好。
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例

给定数据 Y1, . . . , Yn
iid∼ N(θ, 1), 先验分布 π(θ) = 1/{π(1 + θ2)}. 此时我

们的后验分布为

π(θ | Y1, . . . , Yn) ∝ p(Y1, . . . , Yn | θ)π(θ)

∝ exp{−n(θ − y)2/2} × 1
1 + θ2 .

假设已有数据给定 n = 40, y = 0.14, 此时, 使用 x 和 x′ 的记号，θ 的后
验分布为

π(x) ∝ exp{−40(x − 0.14)2/2} × 1
1 + x2 .

求后验期望 E(x).
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选定的建议分布为 q(x, x′) = q(x′) = 1/(π{1 + (x′)2}). 此时，

α
(
x, x′) = min{1,

π (x′) q(x)
π(x)q(x′)

}

= min
{

1,
exp{−40(x′ − 0.14)2/2}
exp{−40(x − 0.14)2/2}

}
.

采样之后求平均值, 记得后验期望.

© 2024 Ran Liu Statistical Computing April 15, 2024 38 / 70



Introduction Full Conditional Distribution Metropolis Hastings Gibbs Implementation

单元素 Metropolis-Hastings 算法

在 X 是 p 维的情况，同时产生整个 X 有时是困难的 (接受率特别低)，
而将 X 根据其分量逐个进行抽样则简单得多，这就要用到条件分布，
特别是满条件分布性质。

单元素 Metropolis-Hastings 算法的想法是, 对于 p 维变量 X, 基于 p − 1
维变量 X−i 的条件分布 Xi | X−i, i = 1, · · · , p，选择转移核
qi (xi → x′

i | X−i = x−i)。由转移核 qi (xi → x′
i | X−i = x−i) 产生可能

的 x′
i, 以概率

αi
(
xi → x′

i | x−i
)

= min(1,
π (x′) qi (x′

i → xi | x−i)
π(x)qi (xi → x′

i | x−i)
)

决定是否接受 x′ 作为链的下一状态。
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即每次只更新一个元素，其他保持不变：{
x

(t+1)
1 , ..., x

(t+1)
i−1 , x

(t)
i , x

(t)
i+1, ..., x(t)

n

}
yy{

x
(t+1)
1 , ..., x

(t+1)
i−1 , x∗

i , x
(t)
i+1, ..., x(t)

n

}
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Gibbs 算法

Gibbs 抽样是一种单元素 Metropolis-Hastings 算法的特殊情况，单元素
Metropolis-Hastings 算法中取 qi(xi → x′

i | x−i) 为 π (xi|x−i)。此时，不
难验证

αi(xi → x′
i | x−i) = min(1,

π (x′) π (xi | x−i)
π(x)π (x′

i | x−i)
)

= min(1,
π(x−i)π (x′

i | x−i) π (xi | x−i)
π (x−i) π(xi | x−i)π (x′

i | x−i)
) = 1,

这里 π(x−i) 是 x−i 的密度函数。接受率等于 1 意味着，我们不需要舍
弃样本，每个更新后的值都为样本。
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Gibbs 步骤

吉布斯采样的过程则为:
1 确定初始值 X(1).
2 假设已得到样本 X(i), 记下一个样本为

X(i+1) =
(
x

(i+1)
1 , x

(i+1)
2 , . . . , x

(i+1)
n

)
.

对其中某一分量 x
(i+1)
j 可通过在其他分量已知的条件下该分量的概

率分布来抽取该分量。

对于此条件概率，我们使用样本 X(i+1) 中已得到的分量 x
(i+1)
1 到

x
(i+1)
j−1 以及上一样本 X(i) 中的分量 x

(i)
j+1 到 x

(i)
n ，即

f(x(i+1)
j

∣∣∣x(i+1)
1 , . . . , x

(i+1)
j−1 , x

(i)
j+1, . . . , x

(i)
n

)
.

3 重复上述过程.
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X
(t+1)
1 | · · · f

(
x1|x(t)

2 , · · · , x
(t)
p

)
,

X
(t+1)
2 | · · · f

(
x2|x(t+1)

1 , x
(t)
3 , · · · , x

(t)
p

)
,

· · ·
...

X
(t+1)
p−1 | · · · f

(
xp−1|x(t+1)

1 , x
(t+1)
2 , · · · , x

(t)
p

)
,

X
(t+1)
p | · · · f

(
xp|x(t+1)

1 , x
(t+1)
2 , · · · , x

(t+1)
p−1

)
,

© 2024 Ran Liu Statistical Computing April 15, 2024 43 / 70



Introduction Full Conditional Distribution Metropolis Hastings Gibbs Implementation

更新排序

X 元素的更新顺序对于不同的循环是可以变化的. 有时候对每个循环而
言, 使用随机顺序是比较合理的. 这被称作为随机扫描 Gibbs 抽样. 事实
上, 甚至没有必要对每个循环中的每个元素都进行更新, 而只要每个元素
的更新足够地频繁就可以了.
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区组化

当 X 的元素相关时, 区组化特别有用, 用其构造的算法能够使更相关的
元素在同一个区组中被一起抽样出来.

X
(t+1)
1 | · ∼ f

(
x1|x(t)

2 , x
(t)
3 , x

(t)
4

)
,

X
(t+1)
2 , X

(t+1)
3 | · ∼ f

(
x2, x3|x(t+1)

1 , x
(t)
4

)
,

X
(t+1)
4 | · ∼ f(x4|x(t+1)

1 , x
(t+1)
2 , x

(t+1)
3 ).
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混合 Gibbs

我们可以在适当的时候使用不同的 MH 采样，比如
1 用某 Gibbs 迭代更新 X

(t+1)
1 |

(
x

(t)
2 , x

(t)
3 , x

(t)
4 , x

(t)
5 , x

(t)
6

)
;

2 用某 Metropolis 迭代更新
(
X

(t+1)
2 , X

(t+1)
3

)
|

(
x

(t+1)
1 , x

(t)
4 , x

(t)
5 , x

(t)
6

)
;

3 用某 Metropolis 迭代更新 X
(t+1)
4 |

(
x

(t+1)
1 , x

(t+1)
2 , x

(t+1)
3 , x

(t)
5 , x

(t)
6

)
;

4 用某 Gibbs 迭代更新(
X

(t+1)
5 , X

(t+1)
6

)
|

(
x

(t+1)
1 , x

(t+1)
2 , x

(t+1)
3 , x

(t+1)
4

)
.

当 X 的一个或者多个元素的一元边际密度没有显示表达的时候，Gibbs
算法中的 Metropolis-Hastings 迭代特别有用. 有时也是 Gibbs 跳出局部
最优的好方法.
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简单正态例子

(已知参数，但假设我们只能单独产生单变量正态分布的随机数，如何从
二维正态采样？) 给定一个目标分布

X =
[
X1
X2

]
∼ N(

[
µ1
µ2

]
,

[
σ2

1 σ12
σ12 σ2

2

]
)

我们有他们的联合概率分布

f(x | µ, Σ) ∝ det(Σ)−1/2 exp(−1
2

(x − µ)⊤Σ−1(x − µ)).

如果我们用 Gibbs 算法的话：

f(x1 | x2) ∼ N(µ1 + σ12
σ2

2
(x2 − µ2), σ2

1 − σ2
12

σ2
2

),

f(x2 | x1) ∼ N(µ2 + σ12
σ2

1
(x1 − µ1), σ2

2 − σ2
12

σ2
1

).

© 2024 Ran Liu Statistical Computing April 15, 2024 47 / 70



Introduction Full Conditional Distribution Metropolis Hastings Gibbs Implementation

如果用 Metropolis 算法选择 Q(X ′|x(t)) 的话

X | x(t) ∼ N(
[
x

(t)
1

x
(t)
2

]
,

[
τ1 0
0 τ2

]
).

注意到我们是用的 Metropolis 算法，Q(x′|x) = Q(x′|x)，则接受率为

ρ(x, x′) = min{f(x′)
f(x)

, 1} = min{exp(−(x′ − µ)⊤Σ−1(x′ − µ)/2)
exp(−(x − µ)⊤Σ−1(x − µ)/2)

, 1}.
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多项分布例子

例
对多项分布

P {X1 = m1, X2 = m2, · · · , Xn = mn} = N !
m1!m2! · · · mn!

pm1
1 pm2

2 · · · pmn
n ,

N =
∑n

i=1 mi. 某实验服从上述多项分布，N = 22, n = 7, 7 个结果出现
的概率分别为

p := (p1, p2, · · · , p7) = (θ

4
,
1
8

,
θ

4
,
η

4
,
η

4
,
3
8

,
1
2

(1 − θ − η)).
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现有观测数据为 y = (y1, y2, y3, y4, y5) = (14, 1, 1, 1, 5), 缺失数据为
z = (z1, z2), 且

(z1, y1 − z1, y2, y3, z2, y4 − z2, y5) ∼ M(22; p),

其中 M 表示多项分布.

取平坦分布作为 (θ, η) 的先验分布，即 π(θ, η) ∝ 1. (y, z, θ, η) 的联合分
布为

π(y, z, θ, η) ∝
(

θ

4

)z1+y2 (1
8

)y1−z1 (
η

4

)z2+y3 (3
8

)y4−z2 (1 − θ − η

2

)y5

. (2)
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参数 θ, η 的后验分布为

π(θ, η | y, z) ∝ θz1+y2ηy3+z2(1 − θ − η)y5 .

根据 (2), 可得如下满条件分布

π(θ | y, z, η)

∝ θz1+y2((1 − η) − θ)y5 = (1 − η)z1+y2+y5( θ

1 − η
)z1+y2(1 − θ

1 − η
)y5

∝ ( θ

1 − η
)z1+y2(1 − θ

1 − η
)y5 ∼ (1 − η)Beta (z1 + y2 + 1, y5 + 1) ,
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类似的，可得

π(η | y, z, θ) ∝ ηy3+z2(1 − θ − η)y5 ∼ (1 − θ)Beta (y3 + z2 + 1, y5 + 1)

π (z1 | y, θ, η) ∝
(

θ

4

)z1+y2 (1
8

)y1−z1

∝
(2θ

8

)z1 (1
8

)y1−z1

∝
( 2θ

2θ + 1

)z1 ( 1
2θ + 1

)y1−z1

∼ Bino(y1,
2θ

2θ + 1
)

π (z2 | y, θ, η) ∝
(

η

4

)z2+y3 (3
8

)y4−z2

∝
(2η

8

)z2 (3
8

)y4−z2

∝
( 2η

2η + 3

)z2 ( 3
2η + 3

)y4−z2

∼ Bino(y4,
2η

2η + 3
).
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上式给出了 π (xi|x−i) 的表达式，由此可进行 Gibbs 抽样.

给定观测数据，得到平稳分布是 π(θ, η, z1,2 |y) 的 Markov 链。对
Markov 链采用遍历均值来判断收敛性，也就是在链中每隔 10 个数据取
一个样本，每 20 个样本计算一次均值，在经过 5000 次这样的计算后
Gibbs 抽样得到的 Markov 链已经收敛。

基于收敛的 Markov 链可得到下列分布特征的估计

E(η | y, z, θ) = 0.123, E(θ | y, z, η) = 0.520,

Var(η | y, z, θ) = 0.0065, Var(θ | y, z, η) = 0.018.
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上述证明有什么问题？(Hint: 归一化常数)
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分类消费者例子

数据：Xgj 代表第 j 个消费者在上个月，一共从第 g 个类别中买了 Xgj

个物品。

问题：怎么通过消费偏好，将消费者归为 K 类？

𝑋𝑔𝑗

Customer 1 c2

𝐼1 food

𝐼2 cloth

𝐼𝐺 movie

…

c3 cj 𝑐𝑛

令 cj 代表第 j 个消费者属于的类别，取值范围为 1, 2, ..., K.

简单来看，其实就是有 n 个样本，G 个特征，目标是将这些样本分成 K
组。
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先设置缺失数据 cj 的边际分布：

p(cj = k) = πk,
K∑

k=1
πk = 1,

这里 πk 表示第 k 个类别的比例。再令

Xgj | cj = k ∼ Pois(λgk),

其中 λgk 代表第 k 类的消费者买第 g 类物品的均值 (期望)。

模型：

cj ∼ Categorical(π1, ..., πK), j = 1, ..., n,

Xgj | cj = k ∼ Pois(λgk), g = 1, ..., G, j = 1, ..., n.
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Q1: 属于 k 组的消费者比例是多少？[parameter]

π = (π1, ..., πK).

Q2: k 组的消费者上个月平均购买了多少件属于 g 类别的商品？
[parameter]

Λ = {λgk}, g = 1, ..., G, k = 1, ..., K.

Q3: 第 j 个消费者属于哪组？[missing data]

cj , j = 1, ..., n.

观测数据：

{Xgj}, j = 1, ..., n, g = 1, ..., G.
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完整数据的似然函数为：(一般需要先设置隐变量的边际分布和观测数
据基于隐变量的条件分布才能得到)

f(x, c|π, Λ) =
n∏

j=1

K∏
k=1

πk

G∏
g=1

λ
xgj

gk

xgj !
e−λgk

I(cj=k)

在此章的推断 (inference) 中，我们使用 Bayesian 的框架，

Prior + Likelihood −→ Posterior.

我们设定参数的共轭先验分布:

(π1, . . . , πK) ∼ Dirichlet(α1, . . . , αK)

p(π1, . . . , πK) = Γ(α1 + . . . + αK)
Γ(α1) . . . Γ(αK)

K∏
k=1

παk−1
k

这里的 α1, ..., αK，我们称他为超参数 (hyperparameters).
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Dirichlet 分布的期望是

E(πk) = αk

α1 · · · + αK
= αk∑

l αl
.

它的最大概率值点 (mode) 是

π̃k = αk − 1∑
l αl − K

, αk > 1

当我们有先验信息的时候，可以根据信息设置 αk 的值，否则一般都设
置为 1. 当 αk 都为 1 时，dirichlet 分布退化成均匀分布.
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若数据服从 Poisson 分布，则参数的共轭先验是 gamma 分布，即

λgk ∼ Gamma(α, β), p(λgk) = βα

Γ(α)
(λgk)α−1e−βλgk , E(λgk) = α

β

我们推出差个比例常数的联合后验分布是

p(π, Λ|c, x) ∝ f(x, c|π, Λ)p(π)p(Λ) ∝ f(x, c|π, Λ)p(π)
G∏

g=1

K∏
k=1

p(λgk)

∝
n∏

j=1

K∏
k=1

πk

G∏
g=1

(λgk)xgj

xgj !
e−λgk

I{cj=k}
K∏

k=1
παk−1

k

G∏
g=1

K∏
k=1

(λgk)α−1e−βλgk
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全条件后验

我们首先推导 πk 的全条件后验分布:

p(π|−) ∝
n∏

j=1

K∏
k=1

(πk)I{cj=k}
K∏

k=1
(πk)αk−1

∝
n∏

j=1

K∏
k=1

(πk)I{cj=k}
K∏

k=1
(πk)αk−1

∼ Dirichlet

 n∑
j=1

I {cj = 1} + α1, · · · ,
n∑

j=1
I {cj = K} + αK


只要看联合分布里面跟 π 相关的部分就行.
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再推导 λgk 的全条件后验分布:

p (λgk | −) ∝
n∏

j=1

[
(λgk)xgj e−λgk

]I{cj=k}
(λgk)α−1 e−βλgk

∝ (λgk)
∑n

j=1 xgjI{cj=k}
e

−
∑n

j=1 λgkI{cj=k} (λgk)α−1 e−βλgk

∝ (λgk)
∑n

j=1 I{cj=k}xgj+α−1
e

−
(∑n

j=1 I{cj=k}+β

)
λgk

∼ Gamma

 n∑
j=1

I {cj = k} xgj + α,
n∑

j=1
I {cj = k} + β


然后是 cj :

p (cj = k | −) =
πk

∏G
g=1

(λgk)xgj

xgj ! e−λgk∑K
ℓ=1 πℓ

∏G
g=1

(λgℓ)xgj

xgj ! e−λgℓ

.
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实际迭代

给定 π(t), Λ(t), c(t),

π
(t+1)
1 , .., π

(t+1)
k |− ∼ Dirichlet(α1 +

n∑
j=1

I(c(t)
j = 1), . . . , αk +

n∑
j=1

I(c(t)
j = 1)),

λ
(t+1)
gk

∣∣∣ ∼ Gamma

c +
n∑

j=1
I

(
c

(t)
j=1

)
xgj , d +

n∑
j=1

I
(
c

(t)
j

) ,

p(c(t+1)
j = k|−) =

π
(t+1)
k

∏G
g=1(λ(t+1)

gk )xgj exp{−λ
(t+1)
gk }∑

l π
(t+1)
l

∏G
g=1(λ(t+1)

gl )xgj exp{−λ
(t+1)
gl }
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实施

本节将研究链的长期运行的表现问题. 例如, 链是否已经运行地足够长
了; 链的前面部分是否受初始值的强烈影响; 是否该使用多个不同的初始
值来运行; 如何用链的输出得到估计并衡量其近似精度, 等等.
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混合和收敛

在马尔可夫链蒙特卡罗（Markov Chain Monte Carlo，MCMC）算法中，
混合（mixing）和收敛（convergence）是相关但不同的概念。

混合指的是马尔可夫链在状态空间中有效地探索和转移的能力。

混合良好的链可以自由、快速地在状态空间中移动，访问不同的区域并
从目标分布的不同部分进行采样。这表明马尔可夫链能够高效地探索分
布并生成代表性的样本。

相反，混合不佳意味着链在某些区域陷入困境，无法充分探索分布的整
个范围，并可能产生偏误或不准确的样本。(样本自相关性太强)
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收敛是指马尔可夫链随着迭代次数增加，逐渐接近并稳定在目标分布周
围的特性。收敛意味着马尔可夫链生成的样本随着算法的进行越来越能
够代表目标分布。它表明算法已经达到一种状态，在进一步迭代中估计
到的分布不会显著改变。

需要注意的是，混合是收敛的前提条件。如果马尔可夫链混合不好，它
将无法收敛到目标分布。然而，即使链混合良好，也不能保证收敛。收
敛需要良好的混合以及足够的迭代次数，以确保链充分探索状态空间并
稳定在目标分布周围。
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相关术语

1 预烧 (burn-in): 我们通常假定 MCMC 要经过一段时间的迭代才能
收敛到平稳分布，这段过程我们称为 burn-in.

2 轨迹图 (trace plot): 画出每次迭代时参数的值.
3 对数似然函数或后验分布函数图：随着迭代，对数似然函数的变化.
4 多链: 使用不同初值的多条短链画出变量的轨迹图，观测 f 的主要
特征 (比如多峰，高度集中的支撑域). 之后选取一个好的初始值，
运作一个相当长的单链计算并公布结果. (一般由最终 likelihood 大
小筛选)

5 自相关性图: 描述样本序列在不同迭代延迟下的相关性.

ρk =
∑n

i=k+1(xi − X̄)(xi−k − X̄)∑n
i=1(xi − X̄)2
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Gelman-Rubin 统计量

为确定预烧期和运行长度，Gelman 和 Rubin 提出一种统计量判断
MCMC 是否已经收敛到平稳分布.

假设感兴趣的变量是 X. 其中 x
(j)
1 , x

(j)
2 , . . . 是第 j 个马尔可夫链的样本，

并假设有 J 个链并行运行.
• 对于每个链，首先丢弃 D 值作为“预烧”并保留剩余的 L 值，

x
(j)
D , x

(j)
D+1, . . . x

(j)
D+L−1.
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• 计算:

x̄j = 1
L

L∑
t=1

x
(j)
t (chain mean), x̄. = 1

J

J∑
j=1

x̄j (grand mean)

B = L

J − 1

J∑
j=1

(x̄j − x̄.)2 (between chain variance)

s2
j= 1

L − 1

L∑
t=1

(x(j)
t − x̄j)2 (within chain variance)

W = 1
J

J∑
j=1

s2
j

• Gelman-Rubin 统计量是

R =
L−1

L W + 1
LB

W

.
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我们能看到当 L → ∞ 并且 B → 0 时，R 是趋近于 1 的. 实际应用中，
某些学者建议可以接受

√
R < 1.2.

但使用这种方法有一些潜在的困难. 当 f 是多峰分布的情况下, 如何选
择合适的初始值也许较为困难, 如果选择不恰当, 则会导致大部分的链都
长期停留在同样的子域或者峰的附近.

稳妥方法：结合轨迹图和对数似然函数图，多条链进行肉眼观测分析.
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