
Statistical Computing
Chap. 3: Monte Carlo Method

LIU, Ran

Department of Statistics,
Beijing Normal University (Zhuhai Campus)

April 8, 2024



Summary

介绍

变换采样

逆变换采样

接受拒绝采样

重要性采样



介绍 变换采样 逆变换采样 接受拒绝采样 重要性采样

蒙特卡洛方法的诞生

20 世纪 40 年代，在科学家诺伊曼、乌拉姆和梅特罗波利斯于洛斯阿拉
莫斯国家实验室 (Los Alamos National Laboratory) 为核武器计划工作时
（中子的运动），发明了蒙特卡洛方法。因为乌拉姆的叔叔经常在摩纳哥
的蒙特卡洛赌场输钱，该方法以蒙特卡洛命名。

John von Neumann Stanisław Marcin Ulam Nicholas Metropolis
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概述

为了解决某确定性问题，把它变成一个概率模型的求解问题，然后产生
符合模型的大量随机数，对产生的随机数进行分析从而求解问题，这种
方法叫做随机模拟方法，又称为蒙特卡洛 (Monte Carlo) 方法。

随机数定义：设 X 是具有分布函数 F (x) 的随机变量，从分布 F (x) 中
随机抽样得到的序列 {xi, i = 1, 2, · · · } 称为该分布的随机数序列，xi 称
为分布 F (x) 的随机数。
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例子 1：估算 π

如果向正方形 D = {(x, y) : x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1] 内随机等可能投点, 落入
四分之一圆 C =

{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, x > 0, y > 0

}
的概率为面积之比

p = π
4 。如果独立重复地投了 n 个点, 落入 C 中的点的个数为 ξ，则我

们有:
ξ

n
≈ π

4
, π ≈ π̂ = 4ξ

n
.
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随机模拟方法会引入所谓随机模拟误差，在这个例子中 ξ 服从
Binomial

(
n, π

4
)
分布, 有

Var(π̂) = π(4 − π)
16n

.

由中心极限定理, π̂ 近似服从 N
(
π, π(4−π)

16n

)
分布, 所以随机模拟误差的

幅度大约在 ±2
√

π(4−π)
16n (随机模拟误差 95% 以上落入此区间)。
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例子 2：求积分

为了计算 Q =
∫ b

a h(x)dx, 我们将他转化为求期望。取 U ∼ U(a, b), 则

Q = (b − a)
∫ b

a
h(u) 1

b − a
du = (b − a)E[h(U)].

若取 {Ui, i = 1, . . . , N} 独立同 U(a, b) 分布, 并设
Yi = h (Ui) , i = 1, 2, . . . , N 是 iid 随机变量列, 由强大数律,

Ȳ = 1
N

N∑
i=1

h (Ui) → Eh(U) = Q

b − a
, a.s. (N → ∞).

于是

Q̂ = (b − a)Ȳ = b − a

N

N∑
i=1

h (Ui) .
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由中心极限定理有
√

N(Q̂ − Q) d−→ N
(
0, (b − a)2 Var(h(U))

)
,

Var[h(U)] =
∫ b

a
[h(u) − Eh(U)]2 1

b − a
du.

Var[h(U)] 可以用模拟样本 {Yi = h (Ui)} 估计为

Var(h(U)) ≈ 1
N

N∑
i=1

(
Yi − Ȳ

)2
.
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使用步骤

1 将实际问题转化为求期望，并定义要采样的随机变量。

2 计算机模拟采样过程，处理产生的随机数得到期望。

蒙特卡洛方法的理论基础是大数定律。样本数量越多，则随机数的平均
值就越接近期望，也就是要计算的真实值。
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变换采样

如果随机变量 η 不容易抽样，但是存在另一个容易抽样的随机变量 ξ 和
随机变量 η 间具有一一对应关系，即 η = h(ξ) 或 ξ = h−1(η)，同分布。
那么可以先产生随机变量 ξ，再由函数关系 h(·) 得到随机变量 η，这种
产生随机数的方法称为变换抽样法。
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定理
设随机变量 ξ 具有概率密度函数 f(x)，另有一函数 h(·) 严格单调，其
反函数记为 h−1(·) 且导函数存在，则 η = h(ξ) 是随机变量 ξ 的函数，
其概率密度函数为

p(z) = f(h−1(z)) · |{h−1(z)}′|. (1)

证明 首先求随机变量 η 的分布函数

P (η ≤ z) = P{h(ξ) ≤ z} = P{ξ ≤ h−1(z)}

=
∫ h−1(z)

−∞
f(x)dx =

∫ z

−∞
f(h−1(y)) · |{h−1(y)}′|dy.

求导得随机变量 η 的概率密度函数为式 (1)。
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例
用变换抽样法产生分布为 N(µ, σ2) 的随机数。

解 若 ξ ∼ N(0, 1)，则 η = µ + σ · ξ ∼ N(µ, σ2)。因此，随机变量 η 与 ξ
间的函数关系为

η = h(ξ) = µ + σ · ξ. (2)

因此，只需产生标准正态分布的随机数，代入式 (2) 可得正态分
布 N(µ, σ2) 的随机数。
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例
用变换抽样法产生分布为 Gamma(1/2, 3) 的随机数。

解 由 Gamma 分布的性质可知，若 ξ ∼ Gamma(α, γ)，
则 η = ξ/a ∼ Gamma(α, aγ)。对于本例，我们取 α = 1/2，γ = 1/2 和
a = 6，则此时 η 服从目标分布。随机变量 η 与 ξ 间的函数关系为

η = h1(ξ) = ξ/6, (3)

其中，随机变量 ξ ∼ Gamma(1/2, 1/2)，即 ξ 服从自由度为 1 的卡方分
布。这是因为

χ2(U) = Γ(α = U

2
, λ = 1

2
)
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另一方面，由卡方分布的定义知，若随机变量 ζ ∼ N(0, 1)，则随机变
量 ξ = ζ2 ∼ χ2(1)。则随机变量 ξ 与 ζ 间的函数关系为

ξ = h2(ζ) = ζ2, (4)

因此，首先产生 N(0, 1) 的随机数，代入式 (4) 式可得 χ2(1) 的随机数，
进而由 (3) 式得 Gamma(1/2, 3) 的随机数。
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逆变换采样

假设 X 为一个连续随机变量，其累积分布函数为 FX。此时，可证明随
机变量 Y = FX(X) 服从区间 [0,1] 上的均匀分布。

逆变换采样即是将该过程反过来进行。我们有以下定理：

定理
设连续型随机变量 η 的分布函数 F (x) 是连续且严格单调上升的分布函
数，其反函数存在且记为 F −1(x)。则有
(1) 随机变量 F (η) 服从 (0, 1) 上的均匀分布，即 F (η) ∼ U(0, 1)；
(2) 对于随机变量 U ∼ U(0, 1)， F −1(U) 的分布函数为 F (x)。
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逆变换抽样法

证明 (1) 设随机变量 F (η) 的分布函数为 G(u) = P (F (η) ≤ u)。

1 当 u ∈ [0, 1] 时，G(u) = P{η ≤ F −1(u)} = F (F −1(u)) = u；

2 当 u ∈ (−∞, 0) 时，G(u) = P{F (η) ≤ u} = 0；

3 当 u ∈ (1, ∞) 时，G(u) = P{F (η) ≤ u} = 1。

因此，随机变量 F (η) 服从 U(0, 1)。
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(2) 设随机变量 F −1(U) 的分布函数为 H(x)，则

H(x) = P{F −1(U) ≤ x} = P{U ≤ F (x)}.

因为 U ∼ U(0, 1), 对任意 F (x) ∈ [0, 1]，有

P{U ≤ F (x)} = F (x).

因此，F −1(U) 的分布函数为 F (x)。

© 2024 Ran Liu Statistical Computing April 8, 2024 16 / 40



介绍 变换采样 逆变换采样 接受拒绝采样 重要性采样

采样步骤

当随机变量 η 的分布函数 F (x) 的反函数存在，且容易计算时，可通过
产生均匀分布的随机数来产生 η 的随机数序列 {ηi, i = 1, 2, · · · }。这种
产生非均匀分布随机数的方法称为逆变换法或反函数法。

具体步骤
1 产生 U(0, 1) 的随机数序列 {ui, i = 1, 2, · · · }；
2 η 的随机数序列为

ηi = F −1(ui), i = 1, 2, · · · (5)

公式(5)称为逆变换法的抽样公式。
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例
产生概率密度函数为 f(x) 的随机数，其中

f(x) =
{

x
σ2 e− x2

2σ2 , x > 0;
0, x ≤ 0.
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解 设随机变量 η 具有概率密度函数 f(x)，其概率分布函数为

F (x) =
{

1 − e− x2
2σ2 , x > 0;

0, x ≤ 0.

其反函数为

F −1(u) =
√

−2σ2 log(1 − u), 0 < u < 1.

首先产生均匀分布随机数 {ui, i = 1, 2, · · · }，随机变量 η 的随机数可根
据下式产生：

ηi =
√

−2σ2 log(1 − ui), i = 1, 2, · · ·
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例
产生分布函数为 F (x) 的随机数 η，其中

F (x) = x2 + x

2
, 0 ≤ x ≤ 1.

解 根据 F (x) 的定义知，其反函数为

F −1(u) = −1 +
√

(1 + 8u)
2

, 0 < u < 1.

根据定理，随机数 ηi 的抽样公式为

ηi = −1 +
√

(1 + 8ui)
2

, i = 1, 2, · · · .
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逆变换法是一个常用的方法，对于连续随机变量，要应用逆变换法，首
先必须求得其分布函数的反函数 F −1(x)。但是有些分布函数的反函数
不能用初等函数表出，如正态分布和 Gamma 分布等，故随机数抽样公
式也不能精确表出。
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接受拒绝采样 (舍选抽样)

拒绝抽样是基于以下观察而提出的：要在一维中抽样一个随机变量，可
以对二维笛卡尔图进行均匀随机抽样，并将样本保留在其密度函数图形
下的区域中。

为了可视化拒绝抽样的动机，想象将一个随机变量的密度函数绘制在一
个大矩形板上，并向其投掷飞镖。假设这些飞镖在整个板上均匀分布。

现在移除所有落在曲线下方以外区域的飞镖。剩下的飞镖将在曲线下方
的区域内均匀分布，并且这些飞镖的 x坐标将按照随机变量的密度分布。

这是因为在曲线最高的地方，也就是概率密度最大的地方，飞镖着陆的
空间最多。
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刚刚描述的可视化等同于拒绝抽样的一种特殊形式，其中的“提议分布”
是均匀的（因此其图形是一个矩形）。

拒绝抽样的一般形式假设板子的形状不一定是矩形，而是根据某个提议
分布的密度来确定（该分布不一定归一化为 1）。通常情况下，我们可以
将其视为某个已知的分布的倍数（我们知道如何从中进行抽样）。

我们知道如何从提议分布中进行抽样，并且在每个点上至少与我们想要
抽样的分布一样高，以便前者完全包围后者。（否则，我们想要抽样的曲
线区域中的某些部分可能永远无法到达。）
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拒绝抽样的工作原理如下：

1 从提议分布中在 x 轴上抽样一个点。

2 在该 x 位置上画一条竖直线，直到提议分布的概率密度函数的 y
值。

3 在这条线上从 0 到提议分布的概率密度函数的 y 值之间均匀抽样。
如果抽样值大于该竖直线上所需分布的密度函数值，则拒绝该 x 值
并返回第 1 步；否则，该 x 值就是所需分布的一个样本。

该算法可以用于从任何曲线下方进行抽样，无论函数是否积分为 1。事
实上，通过常数缩放函数对抽样的 x 位置没有影响。因此，该算法可以
用于从归一化常数未知的分布中进行抽样，这在计算统计学中很常见。
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采样步骤

为了从密度为 f 的分布 X 中获取样本，利用容易采样的密度函数为 g
的分布 Y . 我们将 g 称为提案分布 (proposal distribution).

设 M 为似然比 f(x)/g(x) 的上界，即一个常数满足 1 ≤ M < ∞。换句
话说，M 必须满足 f(x) ≤ Mg(x) 对任意 x 都成立。请注意这隐含说
明 Y 分布的支撑要包含 X 的支撑。

1 从分布 Y 获取样本 y ∼ g, 并从 Unif(0, 1)（单位区间上的均匀分
布）获取样本 u.

2 检查是否 u < f(y)/Mg(y). (M ≥ 1)
1 如果成立，则接受 y 作为从 f 中抽取的样本；

2 如果不成立，则拒绝 y 的值并返回到采样步骤 1.

* 构造时，需要 Mg(y) 包络 f(y).
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注意某保留样本不大于值 y 的概率为

P [X ⩽ y] = P

[
Y ⩽ y

∣∣∣∣U ⩽ f(Y )
Mg(Y )

]
= P

[
Y ⩽ y and U ⩽ f(Y )

Mg(Y )

]
/P

[
U ⩽ f(Y )

Mg(Y )

]
=
∫ y

−∞

∫ f(z)/Mg(z)

0
du g(z)dz/

∫ ∞

−∞

∫ f(z)/Mg(z)

0
du g(z)dz

=
∫ y

−∞
f(z)/Mdz/

∫ ∞

−∞
f(z)/Mdz

=
∫ y

−∞
f(z)dz,

其中 P
[
U ⩽ f(Y )

Mg(Y )

]
= 1/M 为接受率. 接受率越大，采样效率越高.

问题：哪一步需要包络？为什么 M ≥ 1？

© 2024 Ran Liu Statistical Computing April 8, 2024 26 / 40



介绍 变换采样 逆变换采样 接受拒绝采样 重要性采样

该算法平均需要 M 次迭代才能获得样本. 可适用于差一个比例常数的
密度 f，具体的采样步骤以及接受率完全一样.

所以我们想 M 越小越好，即包络线越贴近目标分布越好，可设置

M = max
x

f(x)
g(x)

.
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例
试用接受拒绝采样产生服从均值为 0，方差为 1 的半正态分布的随机
数 η，该分布的概率密度函数为

p(z) =
{ √

2/πe− z2
2 , z ≥ 0;

0, z < 0.
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首先我们有 f(z) =
√

2/πe− z2
2 ，我们的提案分布（proposal distribution）

设为 Exp(1)，即 g(x) = e−x。我们计算 M 的最小取值:

M = max
z

f(z)
g(z)

= max
z

√
2
π

exp{−z2 − 2z

2
}

= max
z

√
2e

π
exp{−(z − 1)2

2
} =

√
2e

π

产生半正态分布随机数的步骤
1 独立生成 X ∼ Exp(1) 和 Y ∼ U(0, 1)；
2 直到 X, Y 满足 Y ≤ e−(X−1)2/2 时，令 η = X，并输出 η。

此时的接受率为 1/M =
√

π
2e .
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重要性采样

重要性采样是使用蒙特卡洛方法估算积分 (期望) 时，提高对积分计算
重要区域的抽样，从而达到减少方差的目的。

µ = EX∼f (h(X)) =
∫

h(x)f(x)dx =
∫

h(x)f(x)
g(x)

g(x)dx

或若
∫

f(x) ̸= 1, 也就是只知道分布成比例于某个函数，差一个归一化
常数，则

µ = EX∝f (h(X)) =
∫

h(x) f(x)∫
f(x)dx

dx =

∫
h(x)f(x)

g(x)
g(x)dx

∫ f(x)
g(x)

g(x)dx

.

其中 g 是另一个密度函数，称之为重要性抽样函数或者包络.
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上式建议用来估计 Eh(X) 的一种 Monte Carlo 方法是: 从 g 中抽取独
立同分布的样本 X1, ..., Xn, 并采用估计

µ̂∗
IS = 1

n

∑
i

h(xi)
f(xi)
g(xi)

→ EX∼g(h(x)f(x)
g(x)

)

可以写成

µ̂∗
IS = 1

n

n∑
i=1

h(Xi)w∗(Xi),

其中 w∗(Xi) = f(Xi)/g(Xi) 是为未标准化权重，称为重要性比率. 若是
差一个比例常数的 f，则

µ̂IS = 1
n

n∑
i=1

h(Xi)w(Xi),

其中 w(Xi) = w∗(Xi)/
∑n

i=1 w∗(Xi) 是标准化权重.
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我们来看估计值的方差是

Var(µ̂) = 1
n
Varh(X)f(X)

g(X)

= 1
n

∫
(h(x)f(x)

g(x)
− µ)2g(x)dx

= 1
n

{∫
h2(x)f2(x)

g(x)
dx − µ2

}
. (6)

如果 h(x)2f2(x)/g2(x) = µ2，可得 Var(µ̂) = 0，也就是方差达到最小。
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所以我们有

g(x) = |h(x)|f(x)
µ

= |h(x)|f(x)∫
|h(x)|f(x)dx

.

密度函数 g(x) 的最佳选择就是和被积函数 |h(x)|f(x) 具有相同的形状。
对积分值贡献越大的区域，希望以较大的概率抽取到随机数。

在实际中， µ 是未知量，因此无法选取 g(x)，使得 Var(µ̂) = 0。通常情
况下，我们会选取一个形状接近 |h(x)|f(x) 的函数作为 g(x).
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µ =
∫

h(x)f(x)dx =
∫

h(x)f(x)
g(x)

g(x)dx
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重要抽样法

例

用重要抽样法估计 µ =
∫ 1

0 xf(x)dx =
∫ 1

0 exdx 的估计值。

根据重要抽样法的想法，从和被积函数 ex 形状类似的密度函数中产生
随机数。

根据 Taylor 展开，ex =
∑∞

i=0 xi/i!. 由于 x ∈ [0, 1], ex 的 Taylor 展开前
两项 1 + x 标准化之后得到 g(x) = 2(1 + x)/3，作为和 ex 形状近似的
密度函数。此时，

µ =
∫ 1

0

ex

g(x)
g(x)dx = E

eY

g(Y )
,

这里随机变量 Y 的密度函数为 g(x) = 2(1 + x)/3。
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重要抽样法

关于密度函数 g(x) 的随机数，注意到 R = (2Y + Y 2)/3, 可得
Y =

√
3R + 1 − 1. 产生 [0, 1] 上的均匀随机数 R1, · · · , Rn，计算

Yi =
√

3Ri + 1 − 1, 则 µ 的重要抽样法估计为

µ̂2 = 3
2n

n∑
i=1

eYi

1 + Yi
.

根据式 (6), 估计的方差为

1
n

{∫
y2f2(y)

g(y)
dy − µ2

}
= 1

n
(3
2

∫ 1

0

e2y

1 + y
dy − µ2)

= 1
n

( 3
2e2

∫ 1

0

e2(y+1)

1 + y
dy − µ2) = 1

n
( 3
2e2

∫ 4

2

et

t
dt − µ2).
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期权

看涨期权是一种金融工具, 它给持有者权利 (而不是义务) 在特定的到期
日或之前, 以特定的价格购买特定数量的金融资产. 在欧式看涨期权中，
期权只能在到期日执行. 执行价格是指期权执行时完成交易的价格. 令
S(t) 表示基本金融资产 (比如, 股票) 在时刻 t 的价格. 记执行价格为 K,
并令 T 表示到期日.

当时刻 T 到达时, 如果 K > S(T ), 看涨期权的持有者不希望执行他
的期权, 因为他在公开市场能更便宜地得到股票.

当 K < S(T ) 时期权就有价值了, 因为他能以低价 K 购得股票并且
立即以更高的市场价格 S(T ) 卖掉它.

重要的是要确定该看涨期权的购买者在到期日 T 和执行价格 K 下, 在
时刻 t = 0 应该花费多少钱购买该期权.
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期权的合理价格就是在时刻 t = 0 时付的钱能准确平衡在到期日的预期
盈余. 我们将考虑最简单的情况: 一个无分红股票的欧式看涨期权. 该期
权的合理价格能在 Black-Scholes 模型下解析确定, 但通过 Monte Carlo
方法得到的合理价格的估计是一个有益的起始点. 根据 Black-Scholes 模
型, 在 T 日的股票价值可以由

S(T ) = S(0) exp


(

r − σ2

2

)
T

365
+ σZ

√
T

365


模拟得到，其中 r 是无风险回报利率 (通常是在 T − 1 日到期的美国短
期国库券的回报利率), σ 是股票的波动率 (一个按年计算的
log(S(t+1)/S(t)) 的标准差的估计)，Z 是满足标准正态的随机数. 如果我
们知道在 T 日的股票价格等于 S(T ), 那么看涨期权的合理价格就是

C = exp{−rT/365} max{0, S(T ) − K},

折算盈余到现值.
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因为 S(T ) 对于期权的购买者是未知的，在 t = 0 时购买的合理价格就是
折算盈余的期望值，即 E{C}. 因此，在 t = 0 时购买的合理价格的
Monte Carlo 估计是

C̄ = 1
n

n∑
i=1

Ci,

其中 Ci, i = 1, · · · , n, 是由从标准正态分布的一个独立同分布的样本
Z1, · · · , Zn 模拟得到的.
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